ESAME DI LOGICA

18 LUGLIO 2024

Nome e Cognome: Matricola:

PARTE A

Questa parte vale il 30% del voto finale.

(1) Definire l'interpretazione delle formule in una X-struttura.

[Definizione 11.3]

Sia ¥ = (S;F,R) una segnatura, sia M una X-struttura, e sia v una
valutazione delle variabili, con la usuale notazione.

Quindi, una formula A & interpretata secondo la seguente definizione
induttiva sulla sua struttura:

ese A=T,[A]=1se A= 1,[A] =0;

e se A=r(ty, ..., tn), [A] = 1 quando ([t1],...,[ta]) € [r], e [A] =0
altrimenti;

ese A=-B A=BAC,A=BVC,A=BDC allora [A] & definita
come nella semantica a tavole di verita;

e se A=Vx:5.Bo A= dx:s.B allora, [Vx:s.B], = 1 se, per ogni
¢ ev\x, [Blg =1, e [Vx:s.B], = 0 altrimenti. Analogamente,
[3x:s.B], = 1seesiste { € v\ x tale che [B]z =1, e [3x:5.B], =0
altrimenti.

(2) Mostrare che esiste un modello dei numeri reali in cui vi sia un numero
infinito

[Esempio 20.6]

Sia R la teoria dei numeri reali. Estendiamo la segnatura dei numeri
reali con una nuova costante co. Sia T = {n < co: n € IN} e consideriamo
la teoria RUT.

Se F C RUT e finito, allora il massimo m tale che o (m < o) € F
oppure m = 0 & definito. Quindi, interpretare oo in m + 1 nel modello
standard dei reali rende F vero.

Quindi, per il Teorema di Compattezza, R U T ha un modello, e co deve
essere interpretato in un elemento che sia piti grande di ogni numero
naturale. Lo stesso modello rende vero R che quindi diviene un modello
alternativo dei numeri reali, in cui esiste un elemento infinito.

PARTE B

Questa parte vale il 30% del voto finale.
Si dimostri la seguente proprieta:

Per ogni x e y in un reticolo, x V (x Ay) =xe x A (x Vy) = x.
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[Enunciato 6.9]

Dimostriamo x V (x A y) = x.

Per definizione di join, x < xV (x Ay), quindi & sufficiente mostrare che
xV(xAy) <x.

Ma x < x per riflessivita, e x Ay < x per definizione di meet, quindi x V (x A
y) < x per definizione di join.

L'altra parte segue per dualita.

ParTE C

Questa parte vale il 40% del voto finale.

(1) Siprovit Vx.(B D> A) =B D Vx. A con x ¢ FV(B).

[Vx.B D A B> Vx. A" [B)?
| VE E
[B] B> A Vx. A
N DE N VE
VI or?
Vx. A " BDA .
BoOVr.A i Vx.BO A 1
I I
(Vx.BS A) > (BOVr.A) ~ (BOVx.A) D (Vx.BD A)

(2) Calcolare 140 =g 1 in A-calcolo in cui i naturali siano rappresentati come
numerali di Church.

1+0

= (Ax,y,s,z.xs(ysz)) 10
=p As,2.15(0s2)

=As,z. (Ax,y.x (0xy))s (0sz)
=p As,2.5(0s(0s2))

= As,z.5 ((Ax,y.y)s (0sz))
=p As,2.5(0s2)

=1.



