ESAME DI LOGICA

6 GIUGNO 2024

Nome e Cognome: Matricola:

PARTE A

Questa parte vale il 30% del voto finale.

(1) Definire la semantica delle formule in logica classica proposizionale rispetto
alle algebre di Boole.
[Definizione 7.1]
Fissata un’algebra Booleana O = (O; <), e una funzione v: V — O che
mappa ogni variabile in un elemento dell’algebra, l'interpretazione [A] di
una formula A e definita per induzione come:

se A & una variabile, [A] = v(A);

se A=T, [A] = T, il massimo elemento in O;

se A= 1, [A] = L, il minimo elemento in O;

se A= BAC, [A] = [B] A[C], il meet dell’interpretazione dei con-
giunti;

se A =BVC, [A] = [B] VIC], il join dell'interpretazione dei dis-
giunti;

se A= B D C, [A] = ~[B] V[C], ovvero [A] = [-B V C], interpre-
tando l'implicazione come un complemento relativo;

se A = B, [A] = —[B], il complemento dell’interpretazione di B.

(2) Si mostri come 1+ 1 =g 2 nel A-calcolo puro usando la rappresentazione
dei numeri naturali data dai numerali di Church.
[Esempio 14.18]

141

= (Ax,y,s,z.x5(ysz))11
=g (Ay,s,2z.15(ysz))1
=p As,z.15(1sz)

= As, z. (Ax,y.x(0xy))s(1sz)
=p As,z.5(0s(1sz))

= As,z.5((Ax,y.y)s(1sz))
=p As, z.5(1sz)

=2

PARTE B

Questa parte vale il 30% del voto finale.
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Si dimostri il seguente enunciato:
Fissiamo un linguaggio al prim’ordine con una sola sorta. Se
un insieme di formule chiuse S ha modelli finiti arbitrariamente
grandi, allora ha anche un modello infinito.

[Enunciato 20.5]

Definiamo 7, = 3xq,...,X;. /\1§i<j§n X; # X;. Chiaramente, T, vale in ogni

modello il cui universo contenga almeno n elementi distinti.

Consideriamo un qualsiasi sottoinsieme finito F C SU {7,: n € N}. Sia K =

FN{t,: n e N}. Poiché F é finito, K & finito, quindi m = max{n: 1, € K} ¢
definito (se K = @, fissiamo m = 0). Pertanto, dato che S ha modelli finiti
arbitrariamente grandi per ipotesi, F ha un modello finito pit1 grande di m.

Quindi, per il Teorema di Compattezza, SU {1,: n € IN} ha un modello M.

Poiché 1, deve valere per ogni n € IN, M deve avere piti di n elementi distinti nel
suo universo per ogni 1 € IN, quindi deve essere infinito.

PartE C
Questa parte vale il 40% del voto finale.

(1) Si provi F (3x.Vy. A) D Vy. 3x. A nella logica classica al primo ordine.
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[Vyl-qA] .

dx. A B
[Gx.Vy. A]' Vy.3x. A VIZ
Vy.dx. A .

Il

(Ix.Vy.A) D Vy.Ix. A :

(2) Si mostri un A-termine che abbia una forma normale, ma non sia forte-
mente normalizzabile.

Si consideri KK Q) dove K = Ax,y.x e QO = (Ax.xx) (Ax. x x).

Calcolando: KKQ = (Ax,y.x) KQ>g K = Ax,y.x che & irriducibile,
quindi una forma B-normale per definizione.

Ma anche KKQ = KK ((Ax.xx) (Ax.xx)) >g KK ((Ax.xx) (Ax.xx))
in un passo. Quindi KK ) riduce in un passo a sé stesso e iterando la
medesima riduzione, questa & sempre estendibile. Pertanto il termine
KK Q non & fortemente normalizzabile.



