ESAME DI LOGICA

3 FEBBRAIO 2022

Nome e Cognome: Matricola:

PARTE A
Questa parte vale il 30% del voto finale.

(1) Si definisca la traduzione di Godel-Gentzen.
[Definizione 18.2, slide 375]
La traduzione di Godel-Gentzen € una mappa da formule in formule
induttivamente definita come:
o (MN=T,(WN=1;
e per ogni A atomica, (AN = —-4;
e (AABYN = (AN A (B)Y;
« (AVB)N == (=N A-B));
A> BN = (AN > (B)Y;
Va:s. AN = Vx:s. (A)Y;
o (Fx:s. AN = —vx:s. - (AN
(2) Si definisca la struttura dati delle sequenze con i costruttori cons e nil.
[slide 342 e 343]
Le sequenze sono la struttura dati definita da

({A,S}, {cons: Ax (1 —S)— S,nil: S}) .

dove 1 & il tipo unitario, che contiene un solo elemento, denotato da ().

* (
* (

cons = Ax, y,u,v.ux (K(yuv))
nil = Au,v.0 .

dove il combinatore K = Ax, y. x si presume che non venga ridotto se non
quando applicato a due argomenti.

PARTE B

Questa parte vale il 30% del voto finale.

Si dimostri il seguente teorema:
Sia E una teoria in cui ogni funzione calcolabile sia rappresentabile,
e sia A una formula tale che FV(A) = {y}. Allora, esiste una
formula 6 tale che FV(d4) = @ and Fg d4 = A["047/y].
[Lemma 22.1, slide 447]
Si puo facilmente dimostrare nella logica pura che
F Blk/x] = (3z.z =k A B)

per ogni formula B e per ogni termine ¢ della stessa sorta di x.
1



2 ESAME DI LOGICA 3 FEBBRAIO 2022
Sia Ar la mappa da formule a formule definita come
Ar(B)=3z.z="B7AB .

Questa funzione ¢ evidentemente calcolabile.
Quindi la mappa Ay definita da

An(g(B)) = g(AF(B))
e totale sull'immagine di g e calcolabile.

Per ipotesi, esiste una formula A con FV(A) = {x,y} tale che A rappresenta la
funzione Ap. In particolare, € dimostrabile che

Pz (v ="An(8(B) ) = A[TB/x]
Senza ledere la generalita, possiamo definire
5,1 = A]:(F)

per una qualche formula F da determinarsi.

Al76a7/Y]
= A["Ax(F)"/yl (definizione di §,4)
= A["An(g(F)) "y (definizione di An)
=3dy.y ="AN(g(F))"AA (evitando la sostituzione)
=3Jy.A[TF/x]NA (definizione di A)
=dx.x="F'AJy.ANA (evitando la sostituzione)

Quindi, ponendo F = Jy. AN A,

=dx.x="F'AF (definizione di F)

= Ar(F) (definizione di Ar)

=04 (definizione di d4)
ParTE C

Questa parte vale il 40% del voto finale.

(1) Provare - (-—A D —==B) D =-—=(A D B).
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[Esempio 3.15. slide 91]
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(2) Costruire un modello dei numeri reali che contenga un numero infinito.

[Esempio 20.6, slide 418]

Estendiamo la segnatura con una nuova costante co. Sia T = {n <

co: n € N} e consideriamo la teoria RU T, con R la teoria dei reali.

Se F C RUT e finito, allora il massimo m tale che o (m < o) € F
oppure m = 0 & definito. Quindi, interpretare oo in m + 1 nel modello

standard dei reali rende F vero.

Quindi, per il Teorema di Compattezza, R U T ha un modello, e co deve
essere interpretato in un elemento che sia piti grande di ogni numero
naturale. Lo stesso modello rende vero R che quindi diviene un modello

alternativo dei numeri reali, in cui esiste un elemento infinito.



